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Ein einhetlichesModell zur Berechnung der Schubspan-
nungen aus St. Venant’scher Torsion in beliebigen Quer-
schnitten prismatischer Stabe

Herrn Jurgen Olschewski in Erinnerung an fruchtvolle gemeinsame Zeiten an der Universitat Hannover

gewidmet

W. Wagner, F. Gruttmann

In dieser Arbeit wird ein einheitliches Modell zur Berechnung der Schubspannungen aus St.Ve-
nant’scher Torsion in beliebigen dick— und dinnwandigen Querschnitten auf der Basis eines
Wolbansatzes dargestellt. Weiterhin wird die Ermittlung elastischer Grenzmomente diskutiert
und exemplarisch fur Stahl-Walzprofile ermittelt. Aufgrund der sich lokal ergebenden Span-
nungstiber schreitungen, wird fur das dickwandige Modell die Vierwendung und numerische Im-
plementierung eines elastoplastischen Material gesetzes abgel eitet. Hieraus konnen vollplasti-
sche Torsionsmomente und die Querschnittsreserve ermittelt werden.

1 Einleitung

Die Torsion dinnwandiger offener und geschl ossener Profile ohne W06l bbehinderung wird durch
die Theorie von St. Venant beschrieben. Bel einer konstanten Verdrillung erfahren alle Quer-
schnitte die gleiche Verwolbung. Es wird vorausgesetzt, dass die Profile durch hinreichende
Aussteifung formtreu bleiben. Die Theorie und Losungen fur einfache Geometrien sind in
vielen Lehrbiuchern enthalten, siehe z.B. Timoshenko und Goodier (1984)(9) oder Petersen
(1988)(8). Bei elastischem Werkstoffverhalten ist das Randwertproblem durch eine Laplaceglei-
chung mit der Wolbfunktion als primarer Variable und Spannungsrandbedingungen beschrie-
ben. Die zugehorige schwache Form ist besonders fir eine Losung mit der FE-Methode ge-
eignet, z.B. (5; 6; 3; 10). Hierbel kann die Variationsformulierung so dargestellt werden, dass
keine Randintegral e auftauchen. Dadurch vereinfacht sich die programmtechnische Umsetzung
und die Dateneingabe erheblich. Ein weiterer entscheidender Vorteil ergibt sich fur mehrfach
zusammenhangende Gebiete, bel denen die Kontinuitatsbedingungen automatisch erfullt wer-
den. Diesist bel der alternativen (Ublichen) Formulierung mit einer Spannungsfunktion nicht
der Fall. Bei Profilen mit einspringenden Ecken und Ausrundungen liefert die Elastizitatstheo-
rie entsprechende Konzentrationen der Schubspannungen. Im Grenzfall eines verschwindenden
Radius erhdt man einen singularen Spannungszustand. Naherungsformeln bei Annahme eines
rotationssymmetrischen Spannungszustandes findet man in (9). Eine systematische Darstellung
der Wolbkrafttorsion von diinnwandigen geschlossenen und offenen Profilen ist von Bornscheu-
er in (1) beschrieben worden. Bel dinnwandigen offenen Profilen kann eine linear veranderli-
che Schubspannungsverteilung Uber die Wanddicke angenommen werden. Bel geschlossenen



Profilen ist der umlaufende Bredt’sche Schubfluss dominant. Somit ist die Torsionsschubspan-
nung naherungsweise konstant in Dickenrichtung. Die erhdhten Schubspannungen im Bereich
einspringender Ecken konnen jedoch fur beide Profilformen, bedingt durch die eindimensio-
nale Betrachtungsweise, nicht bestimmt werden. Dieser Einflul® wird bei der Ermittlung der
elastischen Grenzmomente genauer untersucht. Dasich lokal Uberschreitungen der Schubflief-
spannungen ergeben, werden auch die notwendigen Gleichungen fur die Beschreibung eines
elasto—plastischen Materialverhaltens bereit gestellt. Hier wird fir die numerische Behandlung
das unbedingt stabile Euler—Ruckwarts-Verfahren verwendet. Bei Annahme linearer isotroper
Verfestigung erfolgt die elastoplasti sche Spannungsberechnung durch eine einfache Skalierung
der Versuchsspannungen. Damit sind Iterationen in den Integrationpunkten der Elemente nicht
erforderlich. Eine ausfuihrliche Darstellung findet sich z.B. in (4).

2 St. Venantsche Torsion dickwandiger Profile

In diesem Absatz werden die erforderlichen Grundgleichungen im Rahmen der Beschreibung
durch eine Wolbfunktion angegeben. Hierzu wird ein prismatischer Stab mit der Stabachse x
und den Querschnittsachsen vy, z, die nicht Hauptachsen sein missen, betrachtet. Der Koordi-
natenursprung ist ein beliebiger Punkt des Querschnittes, siehe Abbildung 1. Das Gebiet 2 mit
Randern 052 kann einfach oder mehrfach zusammenhangend sein. Auf 92 wird das rechtshandi-
ge orthonormale Basissystem, bestehend aus dem Tangentenvektor t und dem nach auf3en ge-
richteten Normalenvektor n = {n,,, n. }, definiert. Dadurch ist mit t die Richtung der zugehori-
gen Randkoordinate s an Aul3en— und Innenrandern eindeutig definiert.
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Abbildung 1: Prismatischer Stab unter Torsionsbel astung

Der Stab wird einem konstantem Torsionsmoment A unterworfen. Damit stellt sich ein klei-
ner Verdrehwinkel 3, und eine Verdrillung 6 = (3., ein. Es liegt keine Wolbbehinderung vor
und die Querschnittsform bleibt erhalten. Mit der Wolbfunktion w(y, z) kann dann das Ver-
schiebungsfeld beschrieben werden

Uy w
u, | =0| —zz | . (D)
u, xy

Mit # = const. wird angenommen, dass sich alle Querschnitte unabhangig von = verwolben.
Eslasst sich leicht zeigen, dass bei dickwandigen Querschnitten nur Krels— und Kreisringquer-
schnitte wolbfrei sind, d.h. w(y, z) = 0, siehez. B. (9).

u =

Die Gleitungen ergeben sich in einer geometrisch linearen Theorie zu

_ ’Yzy _ ua:ay +uy7$ — 9 wvy —Zz 2
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wobei partielle Ableitungen durch Kommas gekennzeichnet sind. Die zugehorigen Schubspan-
nungen lauten bei Verwendung eines linearel astischen Stoffgesetzes
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wobei G den Schubmodul bezeichnet. Weiterhin missen Randbedingungen erfilllt werden. Der
prismatische Stab ist an den Seitenflachen spannungsfrei. Der Vektor der Schubspannungen
muss damit am Rand orthogonal zum Normalenvektor n sein. Die Randwertaufgabe ist somit
bei Vernachlassigung von Volumenkraften wie folgt beschrieben:

Taysy FTrzy2 = 0 in Q7 TTn = Tay Ny +7p.n, =0 auf  092. (4)

Die zugehorige schwache Form erhalt man durch Wichtung der Differentialgleichung (4); mit
Testfunktionen dw € H} () und Integration tiber das Gebiet (2

g(w,dw) = — /(Txy,y +Tezyz ) OWdA = 0. (5)
()
Mit partieller Integration folgt
g(w,dw) = /(Twyéw,y +7p.0w,, ) dA — / (Tuyny + Tzen,) dwds =0, (6)
() (69)
wobei das Randintegral bei Beachtung von Gl. (4), verschwindet.

Mit der Variation des Verzerrungsvektors (2)

5y =0 [ 0y ] ©)

ow,,

kann die schwache Form alternativ auch wie folgt beschrieben werden

g(w,dw) = / yTrdA=0. (8)
(©)

Wird das linear elastisches Stoffgesetz (3) verwendet, folgt

g(w,dw) = /G’(w,y dw,y +w,, dw,, )dA —
Q)

/ G2 6w, —yow,. )dA =0, 9)
( )

(

aus der ein konstanter Schubmodul G noch gekiirzt werden kann.

3 Lineare Finite-Element—Formulierung

Die schwache Form des Randwertproblems (9) wird naherungsweise im Rahmen der Methode
der finiten Elemente geldst. Dazu werden fur die Koordinaten x = {y, z}, die Wolbfunktion w
und die Testfunktionen dw innerhalb eines isoparametrischen Konzepts Ansatze gewahlt

nel nel nel

Xh:ZNI(€77]>XI) Wh:Z Nf(gan)wla Qéwh:ZNI(gan)éwI- (10)

I=1 I=1 I=1



Dabel bezeichnen nel die Anzahl der Knoten pro Element und N; entsprechende Lagrange—
Funktionen, die von den Koordinaten £ und n abhangen. Der Index h kennzeichnet den Nahe-
rungscharakter der FE—L 6sung. Durch Einsetzen der Ansétze in (9) folgt

numel nel nel

g 6wy = | 3 Y bwi (Kfwk — Ff) =0. (11)

e=1 =1 K=1

Der Operator |J beschreibt den Zusammenbau mit numel als Gesamtanzahl der finiten Elemen-
te zur Berechnung des Problems. Der Beitrag der Steifigkeitsmatrix K¢, zu den Knoten / und
K sowie der rechten Seite F; lautet

Kix = | G(NiyNicy +Ni.o Nicio)8Ae, Ff = [ G (" Niyy =y Np.2 ) dA, (12)
(€2e) ()

Mit der Ublichen FE-Notation der Variation

nel

5" =3 By dw; B, — l %I’y ] (13)
I—1 Iz

und mit C = G I konnen die Steifigkeitsmatrix K7, sowie dierechte Seite £ auch in der Form

h
K¢ = [ BTCBydA Fe= / B7C [ _;h] dA (14)
(<) ()

dargestellt werden.

Nach dem Zusammenbau der Elementanteile liefert Gl. (11) ein lineares Gle chungssystem
mit den unbekannten Wolbordinaten. Zur Losung ist die Randbedingung w; = 0 fir einen
beliebigen Knotenpunkt 7 zu berticksichtigen. Durch die Wahl eines anderen Knotenpunktes
werden lediglich alle Knotenwerte der Verwdlbungen um eine Konstante verandert. Bei der
Berechnung der Schubspannungen aus deren Ableitungen ist diese jedoch unerheblich.

4 Beispiel: dickwandiger Bruckenquer schnitt

Die Anwendung auf einen Brickenquerschnitt zeigt Abbildung 2, siehe auch (14). Die Abmes-
sungen sind in m angegeben. Der Verlauf der Hauptverwolbung, vgl. Gl. (28), und der quali-
tative Verlauf der Schubspannungen ist in den Abbildungen 3 und 4 dargestellt. Die offenen
Querschnittsteile sind fur die Aufnahme des Torsionsmoments vernachlassigbar.
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Abbildung 2: Briickenquerschnitt
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Abbildung 4: qualitativer Schubspannungsverlauf fur einen Brickenquerschnitt

5 Theoriedlinnwandiger Querschnitte

Bei dinnwandigen offenen Querschnitten wird ein linear veranderlicher Verlauf der Schubspan-
nungen Uber die Dicke angenommen. Der Randwert in einem Querschnittsteil 7 berechnet sich
mit dem Torsionswiderstandsmoment 1/7; im Querschnittsteil < und dem Torsionstragheitsmo-
ment /1 zu

My Ir mol,
WTZ‘ ) T T 22::1 3 ( )

T;

Bei dunnwandigen geschlossenen Querschnitten wird ein konstanter Verlauf der Schubspannun-
gen aus Torsion Uber die Dicke angenommen. Bel einfach zusammenhangenden Querschnitten
folgt in einem Querschnittstell - mit der von den Profilmittellinien eingeschlossenen Flache A,

- Wy

Bel mehrfach zusammenhangenden Flachen ist eine ” statisch unbestimmte” Rechnung durch-
zufuihren, dadie Teilschubflisse ¢; = 7;h; unbekannt sind.

Ti

Eine direkte Losung erhdt man wiederum durch EinfUhrung der Verwolbungen. Hierzu be-
trachten wir einen Teilquerschnitt des aus m Teilen zusammenhangenden diinnwandigen Quer-
schnittes, siehe Abbildung 5. Dieser habe eine konstante Dicke h. Mit « sei der Winkel zwi-
schen dem Teilquerschnitt und der y-Achse bezeichnet. Weiterhin seien lokale Koordinaten s
und n eingefihrt.

Die Verwolbung w hangt von y und z oder alternativ von s und » ab, so dass auch die Ableitun-
gen

W,s = W,y COSy + w,, SN, W,,, = —W,, SN + w, , COSY a7

gebildet werden kdnnen.



Abbildung 5: Teil eines dinnwandigen Querschnittes und Zwel—K noten Element

Die Komponenten der Schubspannungen konnen auch in s— und n—Richtung angegeben wer-
den. Mit 7, = 7 = 77t und 7, = 77n und den Einheitsvektoren t = {cosa,sina} und
n = {—sina, cosa} folgt

T = T COSa+ 7., SN

. (18)
Tn = —Tzy SN+ 7., COS
sowie nach Beriicksichtigung von Gl. (3)
T = GO (w,,—2)cosu+ (w,,+y) sina)] = GO(w,s—ry) (19)
T, = GO[—(w, —2)sSna+ (w,,+y) cosa)] = GO(w,, +1).
Hierin wurden mit dem Ortsvektor
r=r;+st und r= y]’rl:lm]’ (20)
z 21
die folgenden Skalarprodukte verwendet
rn = r't = rlt+s = ycosa+ zSina 21)
r, = rin = rin = —ysSina + z cosa = const.

Die Spannungskomponente 7,, verschwindet mit der Bedingung (4,) bei dinnwandigen Quer-
schnitten. Damit folgt die Anderung der Verwolbung in Querrichtungw.,,, = —r; = —(r7t +s),
welche mit s linear verlauft und es ergibt sich fir die Verwolbungen der folgende Ansatz

W,s = _(n+62)7 wasszo (22)

w(s,n):—(s+él)(n+ég) mit W, = —($+é1)

Bei dinnwandigen Querschnitten erfolgt nun die Beschreibung auf der Profilmittellinie. Aus
dem Ansatz (22) folgt w(s) = w(s,n = 0) = —¢a(s+¢1) = ¢15 + &2 Sowiemit w,; = —¢é, Uber
die Dicke nun konstanten Schubspannungen 7.

Das Gleichgewicht in Langsrichtung mit o, = 0 und die Spannungsrandbedingungen an einem
freien Rand lauten

Ts= GiOw,s=0 T(s4) = 0. (23)
Die exakte Losung der Differentialgleichung (23); ergibt sich zu

w(&) =+ 2§ (24)



und bestétigt den Ansatz (22).

Die Konstanten werden durch die Elementfreiheitsgrade w; = w(0) und wy = w(1) in der Form
¢1 = w1 und ¢y = we —w; bestimmt. Fur den Schubflusst = 7h folgt mit einem linearen Verlauf
von w, dass t(s) in jedem Element konstant ist. Aus der Randbedingung (23), ergibt sich fur
offene Teile des Querschnittes t = 0. Daher tragen in diesem Modell nur die geschlossenen
Teile des Querschnittes zur Abtragung eines Torsionsmomentes bei.

Die Berechnung von (19), liefert den Schubfluss an den Knotent; = —¢(0) und ¢, = ¢(1)

-G ] a]el ) “
~—— —_— ——
t; K; Wi F;

Damit kann eine entsprechende Finite—Element—Formulierung entwickelt werden. Die hieraus
berechneten Schubspannungen und Schubfliisse sind im Rahmen der gewahlten Theorie exakt.

Haufig werden Einheitsverwolbungen w mit f ) & dA = 0 durch

w=w—— [ wdA, (26)

eingefuhrt. Hierin konnen die Flache bzw. das Integral in einer Summe tber die Elemente wie
folgt berechnet werden:

A:fin, /wdA:i[(cﬁ%cz)hl} | 27)
= (4) =

=1 i

Eine weitere Umrechnung mit den Koordinaten y,,,, z,,, des Schubmittelpunktes A/ und den
Koordinaten y,, z, des Schwerpunktes S

w :(D—i_ym(z_zs) _Zm(y_ys) (28)

liefert schliefdlich sog. Hauptverwdlbungen ©. Damit hat der beliebige gelagerte Punkt I auch
keinen Einfluss auf das Ergebnis fur die Verwolbungen w.

Die numerische Umsetzung der 0.g. Gleichungen kann leicht in einem modularen Finite—Ele-
ment—Programm erfolgen. Hier wurde eine erweiterte Version des Programmes FEAP, siehe
Zienkiewicz, Taylor (2000) (15) verwendet. Alternativ besteht auch eine einfache Moglichkeit
der Programmierung unter Microsoft Excel in VBA. Eine entsprechende Ableitung und Pro-
grammierung fir die Berechnung der Schubspannungen infolge Querkraft in dinnwandigen
Querschnitten ist z.B. in Wagner, Gruttmann (2002) (12) zu finden. Ebenso ist dort angegeben,
wie die Lage des Schubmittel punktes M ermittelt werden kann.

6 Beispiel: dunnwandiger Kastenquer schnitt

Exemplarisch wird ein zweizelliger Kastenquerschnitt, siehe Abbildung 6, untersucht. Das Bei-
spidl ist (8) entnommen, wobei dort jedoch die analytische Berechnung der Schubspannungen
fur Querkréfte (), und @, untersucht wurde. Das betrachtete unsymmetrische Profil hat je zwei
offene und geschlossene Bereiche. Fir die Berechnung der Schubfliisse, siehe Abbildung 7,



wurden allein die Anteile aus den geschlossenen Teilen herangezogen. Eine Berechnung unter
Beriicksichtigung der offenen Bereiche liefert keine nennenswerten Anderungen. Die Ergebnis-
se sind im Rahmen der gewahlten Theorie exakt. Der Verlauf der zugehorigen Wolbfunktion @,
gemald GIn. (26,28) ist in Abbildung 8 dargestellt. Eine Uiberschlagige analytische Vergleichs-
rechnung unter Vernachlassigung der Innenwand, siehe z.B. Friemann (1993)(2), liefert mit
A,, = 40000 cm? einen konstanten Schubfluss von ¢ = 1,3 kN/cm?. Die FE-Ergebnisse
sind im Rahmen der gewahlten Theorie exakt. Dies zeigt eine - im vorliegenden einfachen
Fall naturlich mogliche - analytische Untersuchung unter Berticksichtigung einer statisch unbe-
stimmten Rechnung, siehe z.B. Friemann (1993)(2). Das Torsionstragheitsmoment 1al3t sich in
der numerischen Losung aus der Gleichung

My == [ 7(s) ra dAd = = [ GO(w,y —ra)ra dA = Glrf (29)

S

gewinnen. Mit der Losung der DGL (24) folgt schlief3dlich

=3 [(rn -2y, hl]i . (30)

=1

bzw. im Beispiel I = 8558139, 5 cm?, vgl. Abbildung 6.
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A = 1780,0 cm? I; = 9176217,2 cm?
Yy = —35,144 cm I, = 24504869 cm?*
Zy = 19,614 cm Iy = 3480898, 9 cm?

My = 100000  kNcm Ir = 8558139,5 cm®
Abbildung 6: Zweizelliger Querschnitt

7 Berechnung von elastischen Grenzmomenten

In diesem Abschnitt wird untersucht, welchen Einfluss die Modellierung al's dinn— bzw. dick-
wandiger Querschnitt auf die Berechnung der elastischen Grenzmomente hat. Diese Fragestel-
lung ist im Bereich des Stahlbaus von Interesse. Hierbei sollen genormte offene Walzprofile
untersucht werden, siehe Abbildung 9.
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Abbildung 7: Schubflusst [kN/cm] eines zweizelligen Querschnittes
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Abbildung 8: Hauptverwolbungen @ [cm?] eines zweizelligen Querschnittes (G = 1 kN/cm?)

Abbildung 9: Modellierung eines Profiles US0 als diinn- und dickwandiger Querschnitt

Fir den Fall der dickwandigen Modéellierung ergibt sich das Torsionsmoment durch Integration
Uber den Querschnitt

Mp = /(Tmy — Tyyz) dA. (31)
Q)

Unter der Voraussetzung, dass die Spannungsverteilung keine Singularitaten aufweist, ist M
dagenige Moment, bei dem ein oder mehrere Punkte des Querschnittes gerade zu plastizieren
beginnen. Das Kriterium hierfir ist die Fliefl3bedingung nach v.Mises. Danach muss die Ver-
gleichsspannung der Fliel3spannung o entsprechen

o, =/3(12, +72)=0F. (32)

Nach Einfiihrung der SchubflieRspannung 7= = o /+/3 und der resultierenden Schubspannung
Tres = £/ To, + T2, folgt aus GI. 32 auch 7., = 7.



Wird eine dinnwandige Modellierung herangezogen, kann bel den zu untersuchenden offenen
Querschnitten das elastische Grenzmoment direkt angegeben werden

M;’l - WT TF, WT - ]T/hmaz~ (33)

Hierinist h,,.. die grofde im Profil vorhandene Dicke h. Das Torsionswiderstandsmoment /-
dinnwandiger offener Profile berechnet sich nach (15)3. Bei den hier betrachteten Stahlprofilen
folgt eine verbesserte Berechnung aus

Ir = 2 [5b(1-0635) | +5(h—2t)s°+2a D,
o = (01%40.145)2, D=[t+r)+s(r+2)]/2r+1).

(34)

Die Bezeichnungen und Ableitung der Beziehungen finden sich z.B. in (8). Damit kann das
elastische Grenzmoment mit Gleichung (33) berechnet werden.

8 Beispiel: HEA-Reihe nach DIN 1025 Teil 3

Den Berechnungen liegen die Materialwertefur Stahl G = 8100 kN/em? und o = 24 kN /cm?
zugrunde. Damit wird a's GroRtwert die Schubflie3spannung 7 = 13.86 kN /cm? erreicht.

Zunachst werden Ergebnisse fur ein relativ schlankes (IPE100) und eine relativ gedrungenes
(HEM100) Profil dargestellt. Die Finite—Element—Netze, erzeugt mit einem Netzgenerator unter
Ausnutzung der Symmetrien, sowie die resultierenden Schubspannungen werden in Abbildung
10 prasentiert. Die groften Spannungen ergeben sich durch die Umlenkung des Schubflussesin
den Ausrundungen.

1.133E+00 min
2.041E+00
2.949E+00
3.857E+00
4.765E+00
5.673E+00
6.580E+00
7.488E+00
8.396E+00
9.304E+00
1.021E+01
1.112E+01
1.203E+01
1.294E+01
1.386E+01 max

Abbildung 10: Resultierende Schubspannung der Profile IPE 100 sowie HEM 100

Nach diesen Grundsatzbeispielen wird nun eine komplette Profilreihe untersucht. Einige Er-
gebnisse fur die HEA—Reihe nach DIN 1025 Teil 3 sind in Tabelle 1 angegeben. Es werden
die Werte M¢, basierend auf der Theorie dickwandiger Querschnitte — berechnet mit Hilfe der
FEM — den Werten M¢, der Theorie dunnwandiger Querschnitte gegentibergestellt. Als pro-
zentualer Fehler wird das Verhdltnis 100 (M$, — M%) /M, definiert. Dartiberhinaus werden
die Torsionstragheitsmomente fur beide Vorgehensweisen verglichen. Hier wird I nach Gl.
(34) fur das dinnwandige Modell ermittelt, wahrend im Fall der dickwandigen Modellierung
I+ aus dem Torsionsmoment M7 nach Gl. (31) und der konstitutiven Gleichung M = G110



hergel eitet werden kann

Iy = / (w,s +y)y — (w,y —2)2] dA. (35)
()
HEA 1-dinnwandig 2-dickwandig Fehler
el

Profil | Ir, [em*] Mg [kNem] | In, [em®] Mg [kNem) (ﬁg —1) 100 [%]
100 | 524 90.76 5.200 55.77 6273

140 | 813 132,53 8.035 82.89 50.88

200 | 210 20098 | 20434  164.29 77.11

240 | 416 48034 | 41063 28134 70.73

300 85.2 843.24 84.344 477.62 76.55

400 | 189 13783 | 19172  891.29 54.64

500 | 309 18615 | 317.92 13039 42.77

600 | 398 22059 | 40732  1569.8 40.52

800 | 597 20543 | 60977  2069.2 42.77
1000 | 822 36741 | 83590 26539 38.44

Tabelle 1: Elastische Grenzmomente fur Profile der HEA—Reihe nach DIN 1025 Teil 3

Die Unterschiede bei den elastischen Grenzmomenten sind beachtlich und betragen bis zu 77
% beim Profil HEA-200. Eine vollstandige Auswertung fur die wesentlichen Stahl—Profilreihen
findet sich in (13). Zusammengefasst ergeben sich die in Tabelle 2 angegebenen Hochstwerte
der berechneten Fehler, siehe (13),

| Profilreihe | | | IPE | HEB | HEA | HEM | U | L | Hohlprdfile |
| Fehler[%] [ 68| 67 | 53 | 77 | 44 [61|50] 14 |

Tabelle 2: Maximal auftretende Fehler im elastischen Torsionsmoment bei einer Berechnung
as dunnwandiger Querschnitt

Dies kann bei einer Bemessung auf der Grundlage der Theorie dinnwandiger Querschnitte zu
ortlichen Plastizierungen fuhren.

9 Elastoplastische Spannungsberechnung

Sollen diese genannten Plastizierungen nun genauer untersucht werden, ist eine entsprechende
Materiaformulierung einzufiihren. Im Folgenden wird ein elasto—plastisches Werkstoffverhal -
ten mit v.Mises-Flief3bedingung, Dehnungsverfestigung und assoziierter Flief3regel angenom-
men. Bel Annahme kleiner Verzerrungen konnen die Gleitungen additiv zerlegt werden

’7:’76[—|—’ypl. (36)

Fir den elastischen Antell gilt das linear—el astische Teilstoffgesetz analog zu Gl. (3). Die Flief3-
bedingung nach v.Mises mit linearer isotroper Verfestigung lautet

F(r,e") = 7| —k(e") <0. (37)



Dabei ist

k(e”) = ko + &€”, ko =Tp = ‘\’/g (39)
mit dem plastischen Tangentenmodul ¢ und der plastischen Vergleichsdehnung ev. Die assozi-
ierte Flief3regel sowie die Entwicklungsregel fur die plastischen Vergleichsdehnungen lauten

OF . T

;Ypl:)\_:/\_

20— AP = ), 39
5 =g e’ = [y"| (39)

Zur ndherungswel sen Zeitintegration der plastischen Verzerrungsraten wird das Euler—Rickwarts—
Verfahren angewendet. Innerhalb eines Zeitschrittst,,., = ¢,, + At folgt

[ Tn+1 v v
7&—1—1 = ’Yle + A |7_ +1‘ ) en-‘,—l =€, + A (40)

mit A := At )‘\nJrl, ’yfll = ’ypl(tn) und e = €U<tn> = ’7177”

Im Belastungsfall erhdt man die Schubspannungen zum Zeitpunkt ¢, durch Einsetzen von
T =G~ und Gl. (40); in Gl. (36). Esfolgt T,,,; durch Skalierung des Vektors der Versuchs-
Spannungen

tr

ntl G (7n+1 - PYle) (41)

mit dem Faktor 3, also 7,1 = 7L, ;. Damit gilt mit k., = k(e! ;)

T

tr
Tost = ky N Ni= ol Tl (42)
[Totl Tl
Der Konsistenzparameter \ folgt aus der Erfullung der Flief3bedingung (37) zum Zeitpunkt

tnst.

Fir daslinearisierte Randwertproblem Gl. (9) ist die konsistente Linearisierung des Spannungs-
vektors herzuleiten. Man erhalt nach einiger Rechnung

_or

Cr:
T Oy

= G (81 - N NT). (43)

Die Berechnung der Faktoren 3 und 3 sowie der Ablauf der elastoplastischen Spannungsbe-
rechnung ist in Gl. (44) zusammengefasst. Der Algorithmus erfordert die Speicherung der pla-



stischen Verzerrungen v7..

Versuchsspannungen T =G (Yo — YY)
Fliel3bedingung kn = ko + &€l F=|tll | —k,
fals F <0 fals F >0
_ N
A=0 A= Dol
ki = Ky + A E
N = Do “9
Spannungen, konsist. Tangente T2l
Tnt+1 = TZH Ton+1 = k1 N
_ kn 1
b=
_ £
b=0—Ge
Cr=G1 Cr = G (f1 — BN NT)
Plastische Verzerrungen AL =" + AN el =€+ A

Alternativ zur 0.g. Spannungsberechnung im Rahmen eines Euler—Ruckwartsverfahrens laft
sich auch eine exakte Integration der elasto—plastischen Gleichungen angeben, siehe (11). Da
mit konnen beliebig grof3e Belastungsschritte berechnet werden.

Aufgrund der materiellen Nichtlinearitat ergibt sich nun eine iterative nichtlineare Berechnung
auf der Basis der Linearisierung von Gl. (8)

Lig(w,éw)] = g(w, éw) + Dg(w, 0w) - Aw = / AT (T + g;A'y) dA (45)
()

mit dem linearisierten Verzerungstensor

B Aw,,
Ay =10 Aw. ] . (46)
Fir die FE—Formulierung wird analog zu (10) der Ansatz
nel
0AW" = > Ny Awy (47)

I=1

fur die linearisierten Verwolbungen gewahlt. Die Linearisierung der Verzerrungen lautet dann,
analog zu Gl. (7)

nel

A’Yh:ZBKAwK BK:[

K=1

Nicsy ] . (48)

NK)Z



Innerhalb der Newton-lteration folgt der Beitrag der tangentialen Steifigkeitsmatrix K¢, zu
den Knoten 7 und K sowie der rechten Seite Fy

F = / BfrdA Kiy = / BjCrB dA. (49)
() (92)

Hierbei sind = und C gemal’ Gl. (44) einzusetzen.

10 Plastische Zonen bel elastischen Grenzmomenten

Wie im Abschnitt 8 gezeigt, Uberschreiten die bei einer Modellierung al's dunnwandiger Quer-
schnitt ermittelten elastischen Grenzmomente M ¢, digjenige Momente M€, aus dickwandiger
Modellierung um bis zu 77%. Werden nun dickwandig modellierte Querschnitte tatsachlich
mit dem Torsionsmoment ¥, , ermittelt aus der Theorie dunnwandiger Querschnitte, belastet,
so treten plastische Deformationen auf. Diese konnen nun unter Berlicksichtigung des abge-
leiteten elasto—plastischen Materialgesetzes im Rahmen einer FE—Formulierung dickwandiger
Querschnitte leicht ermittelt werden.

Exemplarisch werden zwei Profile U 60 und HEA 300 unter Ausnutzung der vorhandenen Sym-
metrien untersucht. Die Verteilung der plastischen Zonen fur diesen Fall ist in Abbildung 11
angegeben. Es ist zu erkennen, dass sich Plastizierungen in den Eck— und Ausrundungsberei-
chen einstellen. Da die plastischen Zonen ortlich beschrankt sind, kann eine Bemessung mit
ausreichender Genauigkeit mit den Ergebnissen der dinnwandigen Berechnung durchgefiihrt
werden.

|

0.000E+00 min /// 0.000E+00 min
1.832E-05 1.939E-05
3.665E-05 3.877E-05
5.497E-05 5.816E-05

. 7.329E-05 l 7.754E-05
9.161E-05 9.693E-05
1.099E-04 1.163E-04

I 1.283E-04 l 1.357E-04
1.466E-04 max U 1.551E-04 max

Abbildung 11: Plastische Zonen der Profile U 60 sowie HEA 300

11 Berechnung des elasto-plastischen Grenzmomentes fur ein Walzprofil HEM—-300

Wird nun das Torsionsmoment kontinuierlich gesteigert, so konnen auch el asto-plastische Grenz-
momente ermittelt werden. Hier wird exemplarisch ein Profil HEM—300 betrachtet. Die Ergeb-
nisse der Berechnung fur M, sind in Abbildung 12 dargestellt. In Tabelle 3 sind die Werte
fur das vollplastische Torsionsmoment Mé‘i’ angegeben. Als Bezugswert M¢ erhdlt man mit
dem feinsten FE-Netz M¢ = 3583,1 kNcm. Der Wert 0 folgt aus 09 = Mg /Gy mit
Ip = 1414,9 cm*. Hierbei wurde I ebenfalls auf dem feinsten FE-Netz berechnet. Damit
kann auch die elastopl astische Querschnittsreserve o = M~ /M ermittelt werden, die sichim



vorliegenden Fall zum beachtlichen Wert o = 2, 12 ergibt. In Abbildung 13 ist der Betrag des
Schubspannungsvektors tiber den Querschnitt geplottet. Indirekt konnen auch die Gratlinien der
Sandhiigelanal ogie nach Nadai (1923) (7) beobachtet werden.

| FE-Netz | MY inkNcm |
288 Elemente | 7632,0

534 Elemente 7599, 8
1235 Elemente 7599, 8

Tabelle 3: plastisches Torsionsmoment fur ein Profil HEM 300
12 Schlussfolgerungen

In dieser Arbeit wurde ein einheitliches Modell zur Berechnung der Schubspannungen aus
St.Venant’scher Torsion in beliebigen dick— und diinnwandigen Querschnitten auf der Basis
eines Wolbansatzes dargestellt. Dazu sind die Grundgleichungen der freien Torsion fur eine ef-
fektive naherungsweise bzw. exakte Losung mit der FE-Methode aufbereitet worden. Die sehr
einfache Formulierung kann fur offene und geschlossene Profile gleichermal3en angewendet
werden. Weiterhin wird die Ermittlung elastischer Grenzmomente diskutiert und exemplarisch
fur Stahl-Walzprofile ermittelt. Aufgrund der sich lokal ergebenden Spannungsiiberschreitun-
gen wird fur das dickwandige Modell die Verwendung und numerische Implementierung eines
el astoplastischen Materia gesetzes abgel eitet. Hieraus konnen vollplastische Torsionsmomente
und die Querschnittsreserve ermittelt werden.

M_T/M_Tel

——FEM - 1235 Elemente

0,00 2,00 8,00 10,00

4,00 6,00
theta/theta_el

Abbildung 12: Torsionsmoment in Abhangigkeit von der Verdrillung



3.021E+00 min
3.795E+00
4.569E+00
5.343E+00
6.117E+00
6.891E+00
7.665E+00
8.439E+00
9.213E+00
9.987E+00
1.076E+01
1.153E+01
1.231E+01
1.308E+01
1.386E+01 max

Abbildung 13: Betrag des Schubspannungsvektors im vollplastischen Zustand
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