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‘ 1. Einleitung I

Das vollstandige Beschreiben von Effekten auf Kérpern infolge von
Belastungen, ist ein wichtiges Ziel in der Ingenieurswissenschaft.
Die lineare Elastizitatstheorie ist eine gute Naherung aber nicht ex-
akt. Bei der Aufstellung des Gleichgewichts der Drehimpulse werden
Eigendrehimpulse sowie eingepragte Drenmomente vernachlassigt.
Durch die Einfihrung von Momentenspannungen, sogenannte Ober-
flachendrehmomente, kann man diese Effekte im Modell einfGhren.

‘ 2. Momentenspannungentheorie I

Schon 1887 forderte Voigt die Einflihrung von Momentenspannun-
gen (Oberflachendrehmomente) als weiteres MaB3 der Verformun-
gen, die jedoch erst 1909 durch die Gebrlder Cosserat entwickelt
wurde. Dabei wurde neben dem bekannten Spannungstensor o ein
zusatzlicher Momentenspannungentensor m eingefuhrt. Dieser hat
analoge Bedeutung wie der Spannungstensor. So wie der Span-
nungstensor die freigeschnittenen Spannungen an einem Korper
beschreibt, so beschreibt der Momentenspannungentensor die Mo-
metenspannungen. Somit hangt der Momentenspannungentensor
m mit dem Normalenvektor 7 entsprechend dem Cauchy-Theorem
fir den Spannungsvektor, wie folgt zusammen:
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Abb.: Cauchywirfel mit Spannungen (links) und Momentenspannungen (rechts)

‘ 3. Momentenspannung I

Die Spannungsfunktion kann mit Hilfe der Taylor-Reihe approximiert
und analysiert werden. Wird die Drehimpulsbilanz dieser Span-
nungsfunktion aufgestellt, so erkennt man, dass einige Terme der
Taylor-Reihe keinen Einfluss und wiederum andere Terme Einfluss
auf das Gleichgewicht der Drehimpulsbilanz haben. In einer Vero6f-
fentlichung von Manch, Neff, Madeo und Ghiba fuhrt eine mathema-
tische Analyse auf folgende Form fur die Momentenspannung:
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) 0312 — 0213 —0223 0332
_ dx
m = 75 011,3 012,3 — 032,1 —033,1
—011,2 0221 0231 — 0132

Im Gegensatz zur Variationsformulierung ist der Momentenspan-
nungentensor ausschlieBlich aus Ableitungen der Spannung o be-
stimmt. Es treten keine konstitutiven Parameter darin auf, weshalb
man aus analytischen Bespielen Ruckschlusse ziehen kann.

‘ 4. Beispiel: Torsion an einem zylindrischen Stab I
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Abb.: Referenz- (links) und Momentankonfiguration (rechts) bei Torsion

Gegeben sei ein einseitig eingespannter zylindrischer Stab. Die Sta-
bachse verlauft auf der z-Achse und der Verschiebungsvektor infol-
ge von Torsion flir a(z) < 1 sei gegeben mit
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wobei «(z) der Verdrehwinkel pro Langeneinheit ist. Mit der Ver-
schiebung werden zunachst der Verschiebungsgradient H =
Grad (i#"") und die Dehnungen ¢ = sym(H) = 2(H + HT) fir in-
finitesimale Verzerrungen berechnet um anschlieBend mit Hilfe des
isotropen Elastizitdtsgesetzes die Spannungen o = Atr(e) 1+ 2ue
zu bestimmen. Somit ergibt sich flir die Momentenspannung:
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Man erkennt, dass die Momentenspannung spurfrei und symme-
trisch fUr torsionsartige Belastung ist.



