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1. Einführung

Insbesondere in der Luft- und Raumfahrt oder dem
Leichtbau werden oft dünnwandige, schlanke Struk-
turen eingesetzt, welche in der Regel stabilitätsge-
fährdet sind. Die realistische Erfassung des me-
chanischen Verhaltens macht eine Berücksichtigung
geometrisch nichtlinearer Effekte zwingend erforder-
lich. Gleichzeitig wirken sich bereits geringe Abwei-
chungen der Geometrie- und Materialparameter si-
gnifikant auf das Strukturverhalten aus. Die Quan-
tifizierung des Einflusses solcher Unschärfen mit-
tels stochastischer Strukturanalysen spielt daher ei-
ne wichtige Rolle.

2. Scaled-Boundary
Finite-Elemente-Methode

Die Scaled-Boundary Finite-Elemente-Methode
(SBFEM) [4] bietet aufgrund ihrer semi-analytischen
Natur eine vielversprechende Alternative zur her-
kömmlichen Finite-Elemente-Methode (FEM). Das
Grundkonzept der SBFEM besteht darin, das Ele-
mentgebiet Ωe durch eine kontinuierliche Skalie-
rung des Randes ∂Ωe bezogen auf ein Skalierungs-
zentrum O zu beschreiben, siehe Abbildung 1.

Abbildung 1: Skalierung des Elementrandes ∂Ωe

bezüglich des Skalierungszentrums O

Mit der Einführung von Scaled-Boundary-
Koordinaten in Radial- und Umfangsrichtung ist es
möglich, ausschließlich den Rand eines finiten Ele-
mentes zu diskretisieren. Das Prinzip der virtuellen
Verschiebungen lässt sich dann zu einem System
von Differentialgleichungen umformen, deren Lö-
sung im geometrisch und materiell linearen Fall ana-
lytisch möglich ist.

3. Geometrisch nichtlineare
Problemstellungen

Praktikable Ansätze, um geometrische Nichtlineari-
täten im Rahmen der SBFEM zu berücksichtigen,
basieren auf der Konstruktion bestimmter Ansatz-
funktionen, welche in einer herkömmlichen Finite-
Elemente-Analyse verwendet werden können. Da-
bei ist es möglich, die aus der SBFEM resultieren-
den semi-analytischen Ansatzfunktionen zu verwen-
den, siehe Behnke et al. [1]. Weiterhin lassen sich

durch die zusätzliche Diskretisierung der Radialrich-
tung polynomielle Ansatzfunktionen erzeugen, wie in
Klinkel und Reichel [3] beschrieben. In Abbildung 2
sind zwei quadratische polynomielle Ansatzfunktio-
nen eines regelmäßigen Fünfecks dargestellt.

Abbildung 2: Quadratische polynomielle Ansatz-
funktionen eines regelmäßigen Fünfecks

4. Spektrale Stochastische
Finite-Elemente-Methode

Unschärfen können in der SBFEM ebenfalls berück-
sichtigt werden. Hierfür wird die spektrale stochas-
tische Finite-Elemente-Methode (SSFEM) von Gha-
nem und Spanos [2] verwendet. Dabei liegt der Fo-
kus auf aleatorischen Unschärfen, also zufälligen,
natürlichen Schwankungen der Material- oder Geo-
metrieparameter. In der Unschärfequantifizierung er-
folgt die Modellierung aleatorischer Unschärfe mit-
tels Zufallsvariablen. Deren Berücksichtigung in dem
der FEM zugrundeliegenden Randwertproblem führt
auf stochastische partielle Differentialgleichungen
(SPDE). Die SSFEM approximiert die Lösung ei-
ner SPDE durch die Darstellung der Zufallsvariablen
Z(ω) als polynomielle Chaosentwicklung (PCE)

Z =
P

∑
α=0

zαΨα(ω) . (1)

Dabei sind zα deterministische Koeffizienten und Ψα

orthonormale Basispolynome. Mit den erwähnten
polynomiellen Ansatzfunktionen wird ein allgemei-
nes Schalenelement für moderate Rotationen und
kleine Verzerrungen hergeleitet und auf die SSFEM
erweitert.

5. Numerisches Beispiel

Betrachtet wird ein Zylindersegment unter Einzellast
mit anisotropem geschichteten Aufbau aus drei La-
gen der Dicke d/3 und der Schichtfolge [0°/90°/0°],
siehe Abbildung 3. Dabei bedeutet 0° eine Faser-
richtung in e1-Richtung.

Abbildung 3: Geometrie und Materialparameter so-
wie zwei Diskretisierungen des Zylindersegments

Die Parameter des transversal isotropen Materials,
die geometrischen Abmessungen sowie zwei ver-
wendete Diskretisierungen mit einem regulären Netz
und einem Polygonnetz sind ebenfalls in Abbildung
3 dargestellt.
Im Vergleich zu einer herkömmlichen linearen Ver-
schiebungsformulierung mit Bathe-Dvorkin-Ansatz
Q1/BD zeigt sich, dass die Scaled-Boundary-
Schalenformulierung mit quadratischen Ansatzfunk-
tionen in Umfangs- und Radialrichtung Q22/PA bzw.
P22/PA ähnliche Ergebnisse liefert.

Abbildung 4: Vergleich der Last-Verschiebungs-
Kurven zwischen einer herkömmlichen Elementfor-
mulierung und der Elementformulierung mit polyno-
miellen Ansatzfunktionen

Für stochastische Eingangsgrößen zeigt die Gegen-
überstellung mit einer Monte-Carlo-Simulation, dass
die stochastische Schalenformulierung die zufalls-
verteilte Systemantwort gut abbilden kann. Dabei hat
der gewählte Polynomgrad einen maßgebenden Ein-
fluss auf die Qualität der Ergebnisse sowie auf den
Berechnungsaufwand.

Abbildung 5: Dichtefunktion fF der Reaktionskraft F
bei einer Verschiebung w = 21 mm für verschiedene
Polynomgrade der PCE
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